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引言 


按照许多数学先哲（如庞加莱，哈代和冯•诺依 
曼等）的观点，数学不仅是一门科学，也是一门艺术。 
即数学也是一门追求独创和美的学问。 

数学中确有一些艺术 杰作： 自然优美的问题，巧 
夺麦3：的构思，荡气回肠的结局。其独创性和优美 
程度绝不亚于柴科夫斯基的芭蕾舞剧或者雷诺阿的 
名画，只是对大众来说更难理解和欣赏而6。在这 
一系列短文中，我们将展示几何学中的几件“艺术 
珍品”。 

对于一个数学家来说，欣赏学习他人的杰作不仅 
是为了（有可能）直接用到自己的工作中去，更重要 
的是为了提高修养，开阔眼界。从而使我们远离平庸， 
接近伟大。 

本文将介绍8维球和24维球的牛顿数问题。 
这原本是一个百分之百的几何问题，经过看似风马 
牛不相及的联系，却最终由线性规划的方法完美解 
决。方法之巧妙，结果之意外，都不能不让人叹为 
观止。 


,'/ Gregory-Newton 问 题 

根据牛津大学 Christ Church 学院的文献记载’ Gregory 
C1638-1675) 和 Newton 在1694年讨论过如下 问题： 


一个球能同时跟13个同样大且内部互不相交的 
球相接触吗？ 


Gregory 相信“ 能”； Newton 则认为“不能”。那是在 
三个世纪以前，当时基督教几乎是每个欧洲人的信仰， 
所以有些作者也把这一学术讨论引申为“耶稣是否该 
有第十三个门徒”的争论。在有些文献中，这一问题 
也被称为十三球问题。 


Gregory 是一位杰出的数学家，对微积分有重要 
贡献。展开式 



就是由他首先发现的 （ 参见 [5] )。 
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在桌面上摆放一角的硬币。容易看出，一个硬币 
能并且最多只能跟六个同样大小的硬币同时相切。 



在此基础上，如下图所示我们很容易排放12个 
乒乓球同时跟一个乒乓球相切。容易看到，图中12 
个外切球的位置是相对固定的。 



下图中也有12个球同时跟中间的一个相切。所不 
同的是，这12个球相互都不接触。这样，就有理由相信， 
通过适当移动这12个球可能会腾出足够的空间再加一 
个跟中间的球也相切的球。这就是 Gregory - Newton 问 
题的困难所在，也是 Kepler 猜想的困难所在。 



P 难产的答案 


在许多数学文献中， Hoppe 常被引述为第一个 
解决 Gregory - Newton 问题的数学家。事实上，他在 
1874年的证明是不完整的。直到1953年，通过运用 
图论的一些想法， Schiitte 和 van der Waerden 才第一次 
解决了这一问题。答案如 Newton 所预言，是“不能”。 

1956年 ， Leech (1926-1992) 发表了一个只有两 
页的证明。他的想法非常巧妙。 

在三维空间，用5表示以坐标原点为中心的一个 
单位球， 用* S 表示它的表面。假设最多有 v 个两两内 
部互不相交的单位球 S +2 Xl , B+2x 2 , S +2 x v 可以 
同时与5相切。显然都在上。 对于* S 上的任意 
两点 x 和 y , 我们用 || x , 表示它们之间的球面 距离。 
由前面的假设容易看出 

|| x ; , xJ ’ aw /3 
对所有不同的指 标/和 ） 都成立 p 

在 S 上构造一个以 x 2 ，…， *„} 为顶点的网络， 
其中\和&用大圆弧（测地线）相连当且仅_ 

Hx^x^l'orccosy . 

不失一般性，我们假设该网络不存在孤: ft # (否则 
可以移动孤立虞躉不孤立的位置）。这时，网络将球 
面 S 划分成了一系列球面多边形。容易验证网络中 
的每个角都大于？ r /3。 所以，在每一顶点最多有5条 
边相遇。 

假设 P „ 是网络中的一个《边形， P 是一个最小可 
能面积的三角形（即每条边的长度都是 tt /3), 可以验 
证面积 5( P „) 满足 

s ( P 3 )a 0.5512 …， 
s (尸 4 > 1.3338 …， 

s ( P 5 > 2.2261 …， （1) 

弁慧 

s ( P n )^( n - 2 ) s ( P ). (2) 

用 V ， e ， /分别表示网络的点、线、面的个数， 
且用/„表示其中《边形的个数。由 Euler 定理我们 
得到 

















2 v - 4 = 2 e - 2 / 

= 3^ + 4/ i + — 2 ( f 3 + A + …） 

= A + 2_/i + 3A + … 

然膚，比较球面的面积与多边形的面积之和，我们得 
到 

4 a : a 0.5512/3 + 1.3328/ 4 + 2.2261/ 5 +- 
= 0.5512(/3 + 2/4 + 3/ 5 + …）+ 0.2314/4 
+ 0.5725/ s +- 

= 0.5512 (2 v -4) + 0.2314/4 + 0.5725/ 5 + … 

由此容易得出 vs 13,并且 v = 13时必有 / 4 s 1以及 
对所有都有/„ = 0。 

如果 v =13# fi / 4 = 0, 这时得到的网络是一个三 
角刨分。比较所有的线数和点数，可以得到在某一点 
至少有6条边相遇。这与前面所得的结论相矛盾。 

如果 v =13 并且/ 4 =1,通过比较线数和点数可以 
得出网络只在一个處有4条边，在所有其它点都有5 
条边。而这样的网络是不存在的。 

所以，我们得到 vs 12, Newton 的预言是正确的。 
1998年 ， Aigner 和 Ziegler 出版了 畅销书 Proofs 
from THE BOOK , 其中有一章介绍了 Leech 的这一证 
明。不久作者收到了一封读者来信，求教如何导出（1)， 
(2) 等等。作者开始认为很简单，但是马上就陷入了 
困境。其实它们的证明细节写下来远比原来的证明还 
长。所以，在该书第二次印刷时作者把这一章删掉了. 

进入新千年以来， Anstreicher , Boroczky , 
Eric son , Hsiang , Maehara , Musin 和 Zinoviev 又分别 
发表了对这一问题的新证明，其中有些就是对 Leech 
证明的补充。 

De/sarte 引理 

1930年，荷兰植物学家 Tammes 提出了如下问题： 

Tammes 问题在单位球的表面取 m 个点，试确定它 
们之间最小距离的可能最大值。 

换句话说，在单位球的表面放置《个两两内部互不相 
交的等半径球冠，试确定球冠的最大半径。 


这一问题有几种不同的解释。例如，在球面上放 
置《个相同的带电体。假设它们之间有极强的排斥力 
(该排斥力随距离增加而迅速减小）。在排斥力的作用 
下，这些带电体沿球面自由移动，最后达到一个平衡 
状态。试确定这些带电体在平衡状态时的相对位置。 

Tammes 问题貌似简单，实际上却非常复杂。至 
今为止已知的精确结论仅有《 s 12和《 = 24的情况。 
也许有人会奇怪，为什么一下从12跳跃到了 24。原 
因很简单，在三维空间存在具有12个顶点和24个顶 
点的正规多面体，而不存在具有13 — 23个顶点的正 
规多面体。即便如此，《 = 24情况的论证还是非常复杂。 
它是由 Robinson 于1961年解决的。论文发表在德国 
的《数学年刊》，长达31页。至于《 = 13的情况，匈 
牙利数学家 B 6 r 6 C zky 和 Szab 6 于2003年发表了一篇 
长达73页的论文也只能得到一个估计,可風其复杂 
程度。 

在数学界， Robinson 是一个非常著名的姓氏。非 
标准分析的奠基人是 Abraham RobinsonC 1918-1974)； 
美国数学会第一任女主席，美国科学院第一位女院 
士是 Julia Robinson ( 1919-1985)。这里提到的是 
Raphael M . Robinson (1911-1995), 他是 Julia 的丈 表，' 
是一位杰出的数学家，对逻辑学、数论、组合学、几 
何都做出过本质性的贡献。生前曾任加州大学伯克利 
分校教授，美国科学院院士。如下结论就是他的杰出 
数学贡献 之一： 


„维空间中存在一个没有共面对的立方体 t 重格 
平铺当且仅当下面的情况之一 发生： 

1. « = 4 且 A 能被一个奇素数的平方所整除。 

2. « = 5且众= 3或众& 5。 

3. « a 6 且众 a 2。 


用矿表 示《维欧氏空间， 5" 表示以坐标原点为 
中心的 n 维单位球， f 表示它的表面，< 表示能与 5" 
同时相切且两两内部互不相交的《维单位球的最大 
个数，即的牛顿数。显然，确定 < 的值即《维的 
Gregory-Newton 问题。 

假设0是一个介于0和 z /2 之间的实数。我们定 
义 m ( n , 0 ) 为在 V 上两两之间的球面距离都不小于0 
的点的最大个数。显然， 












